Про степінь наближення неперіодичної функції середніми Вороного її інтеграла Фур'є by Bojtsun, L.G. & Deordiieva, A.O.
ISSN№ 9125 0912. ВІСНИКДНУ. Серія «Математика». Мо 6/1. 2011. Вип. 16.
УДК517.5
Л. Г. Бойцун,А. О. Деордева
Дніпропетровський національний університет імені Олеся Гончара
ПРО СТЕПІНЬ НАБЛИЖЕННЯ НЕПЕРІОДИЧНОЇ ФУНКЦІЇ
СЕРЕДНІМИ ВОРОНОГОЇЇ ІНТЕГРАЛА ФУР'
Доведена теорема про степінь наближення функції їх) Ї-ооуо) середніми
Вороного її інтеграла Фур'є, а також теорема про степінь наближення функції
173 (хі) ГО -1
—оба, середніми Вороного єпряженого інтеграла Фур'є
я t
g(x) =
функції ї(Х).
Ключові слова: наближення функції, середні Вороного, інтеграл Фур'є.
Доказана теорема о степени приближения функции f(x) (ооо) средними
Вороного ее интеграла Фурье, а также теорема о степени приближения функции
g(x) = fLE+9-FO-0
я Ї
© средними Вороного сопряженного интеграла Фурье
функции Кх).
Ключевые слова: приближение функции, средние Вороного, интеграл Фурье.
The theorem on the degree of approximation to a function f (x) € L (- ©, «) by
Voronoi meansofits Fourier integral, as well as a theorem on the degree of approximation
1раноЛазо
по 1
to a function g(x) = dt by the Voronoi means of its conjugate
Fourierintegral of a function f(x) is proved.
Key words: approximation to.a function, the Voronoi means, Fourierintegral.
1. Інтеграл Фур'є функції КО із класу 1(-о0,о0), згідноз (4), має вигляд
Па)созих + (и)т их]аи = Їжа, x)du , ne
12 12 .
‚ аи)=— [Уcosutdt, buj= -- { f(t)sinutde.
і По ПЖ -x
Спряженийінтеграл Фур'є функції ПО),згідно з [4], мае вигляд
(и)созих — а(и)тихи = [4(u,x)du.
9 0
У
Нехай функція р(Г) інтегровна на проміжку [0,y], y>0, P(y) = |РО#0.
о
Інтегральними середніми Вороного (3) інтеграла |f(ujdu e
0
го) =зоu)S(u)du , ne S(u) = Гоа.
Ми використовуемо наступн! позначення:
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ФВ = Ф, (В = А(х++ 1(х-0-210), иф=у,) 2 Осн) о (хз),
В(У. РО),ae 
cos ut
 BY.pO)=[evy-u)
Маютьмісце наступні теореми:
Теорема 1. Нехай функція ДІ) є Щ(-со,со) і ДІ) з класу Прагу; 0<a<l, a
також
402 | Іa(y), b(y)=бsn)| (1)
Якщо 0<B<a, pi), 90/), гу) - монотонно спадаючі, додатні функції,
причому (у) - неперервно диференційовна, такі що
ТО). Р(У)a)
ОКО)"РО (Оу
де RG) =Тоos)~oa. тоді.
(20) а ил.
Але] РО). ро ae Gal, — =О. а = Os| —~
|
5,ТОГО) f(x) во жо (но |
де t(y.r(y))—  inmezpaneni cepedui Bopouozo inmeepana Фур'є функції fi),
визначені функцією пу).
Теорема 2. Нехай функція Д(ї) є М-со,со) і (І) з класу Пір, Осо, і
абу), Б(у) задовольняютьумову (1).
Якщо 0 «рф «а, функції р(у), qty), (у) такі яку теореміІ, тоді
о)
РО) (го) «оо|
ВО) (РО) ПРО)
де Т(у,г(у))- середні Вороного спряженого інтеграла Фур'є, визначені
функцієюк(у), а
T(y.r(y)) - g(x) =
g(x) = iа
ло 1
за умови, що останній інтеграліснує.
2. Для доведення теорем нам знадобляться наступні леми:
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Лема 1. Для 031 х POY) маємо
P(y)
By, p(y).t) = OM).
Доведення. пою
чн
sin Ш і
                  807,  
 
 
Уи ee
Po. SPO) Їро u)du O(
со
Лема 2/4). Нехай функція у(и) визначена, невід'ємна, монотонно спадає
Ha [0,0], неперервно диференційовнана(а,б|, 0 «ах Ь «с. Тоді для будь-яких
додатніх г ібудь-яких у має місце
1
І
<К.и! де /1) = Jv@ndu.
t) t) 3
b
fra"dy
а 
 
       
Лема3. Для 0 «о $15050,
Іво», =0 Po)6
A |
Ворот09.  
Доведення. За лемою 2
          
“=n
    
иху-uM 4ще
  
ЯРО) Jr) sin(y — u)idu (Pn)
Ощнка для В(у, P(y),t) може бути отриманааналогічно.
Лема4. Нехай КХ,у) визначена для х2а і у з У, є функцією обмеженої
відносно х з періодом 20, а функція 8(х) монотонна для х?а і прямує до 0 при
х— оо, Якщоінтеграл (власний)
аза
[FOyd «0 длявсіхує У,
тоді інтеграл |ЛО, у)є(хх рівномірнозбігається відносноу з області У.
а
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Доведення. Доведення леми аналогічно доведенню збіжності
Ус.водах у [5], стор.576.
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3. Доведення теореми1.
Маемо
о[мдемо-ратоногаneat 
Si) годаусекоорЗЛОР=
  
 
=;Мод+9-26Па=хе(Pmat
Отже,
ско) - Л09 з fro- u)S(u)~ f(x) = (2)КО:
опу)-ГОдуи
sinУ
тро-u)dujoo t=  
ю3
Rom ?(баfro- и)
4821
РО) б -
ae
 du =Їжовомго»tat =
 
= | + | + | «ОВС»г(у,
= І +чЕ+Ь.
0 Р0) 6
РО) /
Оцінимо кожнийіз цих інтегралів. і
За лемоюї!і так, що /(ї) зкласу Lip a, 0<a<1, маємо
ро _ 20)
PO), — РО)
шо обі з 0()-O} [reat = (3)
=O)(жо)Р(20) | так нкРО) < РО) = [ра
Дал! за лемою 3 маемо
é
є ПесВО»
PY)
РО)
       (4)
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РОЗ tR(y)
PUY) Pon
seо, СЮ , С
_ Py) fra py) (202 -4(29) |
RY) rin КО) (PO) РОД)ot arn
Так як
- [04:00 dt =aoleval?)\t= .
 
f(x)~ ТA(u,x)du,
тоді
Фа)Улах +t)+A(u,x —f)-2A(u, x)]du.
б
Але
А(аиух НІ) A(u,x —f) = a(u)cos(x + t)u + b(u)sin(x + Hu + a(u)cos(x — Hu +
+ b(u)sin(x — tu = a(u)[cos(x + пи + соз(х —f)u] + b(u)[sin(x + fu + sin(x — Ви] =
= 2a(u) cos xu cos tu + 2b(u)sinux cos tu = 2[a(u) cos xu + b(u) sin ux)|costu =
= 2A(u,x)costu
Ф()-2 Ас, x) costudu - 2 Їжи,x)du ~2 ГА, x) costudu -2f(x)
0 б 0 | |
`’ Отже, маемо
1, 52 |уоовОмгООВГ2ДВОМГОЛ
 
fac, u) cos utdul =
0 .
 
+= 2|f(x) BO.)Oat +2 []BO.r0).0at [аcos xu cosutdu
0
  
+2 [|B(y.r(),dlat| [b(w) sin xusin utdu| = I, +14 + Las. (5)
б
  
За лемою 3 маємо
Adо tI,, = —~ |-—-~-dt |= 0 -1FRO)a =o=o), som
К(у); 1 КО); 2 КО)
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Далі
2fatw) cos xu cosutdu =2 Jaw) cos xu cosutdu + 2fatw) cos xucosutdu.
Й 1 q(u) B 1 du
2 jaw) cos xu cosutdu =2[atesu(x +t) +cosu(x —f)|du =
Згідно (1)
1
2 [а(и) cos xu cos utdu
0
  
при 0<В<1.
Гза лемою 4
о(жеЧи«оJaneen
Так що за лемою 3
А
ОМА
Ізз 04)|Во,» = О)но (7)
-dghдз) коли у -» р.
Аналогічно
: о Із -о(). - М ee (8)
3 (5), (6), (7), (8) Maemo
Z| =O@. | 9
Нарешті, об'єднуючи (2), (3), (4), приходимо до висновку, що доведення
теореми 1 завершене.
4. Доведеннятеореми2.
Ми маємо
РУ є же у
SQ”) = 1 {au [fOsinu(e—xar -1 [rat [sing - xd =
a 0 0 A 0
 
 
 
удCOSap,
Я б
Далі
7(y,r(y)) = коудоu)du =
cos(y —u)t
=51[renafrya
20
ПРО СТЕПІНЬ НАБЛИЖЕННЯФУНКЦІЇ СЕРЕДНІМИ ВОРОНОГОЇЇІНТЕГРАЛА ФУР'
= ROenfafron со5(у - муПан
чолоноочcos(yпи
(10) о[=YO aa|Года=оовоr(y),0dt =
РО)
Р(у) б
=— | + [ + | WOB(y.r(y),dt =1,+1, +1.
0. РО) 6
Pty)
Так як функшя 2(х) існує, маємо
PO)
1?wit
— | YOщо), коли yoo,
0
Отже
Ру)РО) Ply)
mwa, - 1” 1 cos(y —u)t[Oaa+ Pymfr ОНauld=elon Ter at о
а | ПО ИТ
Py):
1-таи)du = 5модаfr(wafiner
я =Px)
1
ЛВ).
ЕЕ
з
еГоа 
 
PY)о
РО)
РО)
Р(у)
,
ОД| volafreon = ay)Зно-ооу окdt =
= O(y)0 (о о (202 |
Р(У) РОД)
мно)| | (1.
 
Так що
Р(у)
Даліза лемою 3 (й)
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б
|| = [мВ= (12)
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РОЗ
iG5
= О —— dt = 1 й а-і 1 «
| уо tR (у) 5 | oe юмЙРа PY)
Pty) PCy)
КО кої ,
«9 СЛР [ое< РО) о po) _
КО) рю | R(y) PCy) 
P(y)
КО) РО) Ро»)
-0 Aro)(wo) -of2)
Так як
wt)= f(x+D-f(«e-)~[uae +1) ~ A(u,x —t)|du =
II [a(u)cos(x + Nu + b(u)sin(x +) —a(w) cos(x —2)u—b(u) sine — Nude =
i |{a(u)[cos(x + fu ~ cos(x — fu) + b(w)[sin(x + Hu — sin(x —Aul}du =
0
о
= |{—а(и)2 sinxu sin tu + 2b(u) cos uxsintu}du =
0
=2 [[b@)cosxu —a(u)sin ux)]sin tudu = 2 й(мух)віпіман,
0 0
    
тоді
7, 5 2ЇВогобьгаїЦЯхувін tudu < (13)
5 0
< 28(yr), діди ftw) cos ux sin fudu| + 28(yr(y), t\\dt fatw) sin ux sin tudu} =
б 0 5
б
зн
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Тепер
2foo cos ux sin tudu = fo [460q(u)З [sin(x +f)u —sin(x —ири =
0 ee)
= [odntsine + us=таDu\du =ow.
t=O 1 14
RO) о|- хо о
Отже, за. лемою 3 (ii
I,, =O)[Bo.r0»,Га= 00)fOr: КО)
коли у -з со:
Аналогічно
| I,, =o(1). | (15)
Приймаючидоуваги (13), (14) 1 (15), отримуємо
реоб о ї (6)
Приймаючи до уваги (10), (11), (12) i1Метприходимо до висновку, що и
доведення теореми 2 завершене. | и
Теореми | i 2 являються узагальненнями ‘reopem 213 [2].
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